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Soluzioni esatte per la termodinamica estesa
di un gas ultra-relativistico (*)
SEBASTIANO PENNISI (**)
Rendiconti Seminario Facoltà Scienze Università Cagliari Supplemento Vol. 70 (2000)
Riassunto. La Termodinamica Estesa è una teoria che si è guadagnata, nelle ultime
decadi, il rispetto e la stima di tutti nel mondo scientifico. La sua metodologia è anche
stata applicata con successo a moltissimi problemi della Fisica.
In essa vengono usati il principio di relatività e quello di entropia per «chiudere» le
equazioni di campo; questo però è stato fatto fino ad un certo ordine rispetto
all’equilibrio termodinamico. Sarebbe desiderabile trovare invece una soluzione
esatta, anche per dimostrare che agli ordini successivi non si trovino restrizioni sui
termini degli ordini precedenti, tali da creare delle inconsistenze. Questo risultato è qui
ottenuto, limitatamente al caso fisico di un gas ultra-relativistico. Si confida che tale
metodo possa servire anche da base per affrontare il problema nel caso generale.
1. INTRODUZIONE
Nel lavoro [1] gli autori LIU, MÜLLER e RUGGERI, basandosi sulla teoria cinetica
dei gas, propongono le equazioni di bilancio
(1.1) ∂ ∂ ∂α α α αβ α αβγ βγV T A I= = =0 0, ,    
nelle 14 componenti indipendenti di Vα (quadri-vettore densità di particelle e suo flusso),
e Tαβ (tensore di stress-energia-momento). Le prime due di queste equazioni sono le usuali
equazioni relativistiche di bilancio della massa, del momento e dell’energia. La 3a è
un’equazione aggiuntiva in cui compaiono le funzioni costitutive Aαβγ, Iβγ simmetriche e
tali che
(1.2) A m V Iβαβ α αα= − =2 0, ,  
dove m è la massa particellare.
(*) Ricerca parzialmente sostenuta dal G.N.F.M. Lavoro presentato il 6/12/00.
(**) Dip. Matematica, Università degli Studi di Cagliari, Via Ospedale 72, Cagliari (e-mail:
spennisi@vaxcal.unica.it).
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Restrizioni sulla loro generalità sono imposte dal principio d’entropia, secondo cui
esiste il 4-vettore hα (entropia-flusso di entropia) tale che
(1.3) ∂
α
hα ≥ 0,
per qualunque soluzione delle equazioni (1.1). Nel lavoro [2] di LIU, si prova che questo
equivale a dire che esistono i moltiplicatori di Lagrange ξ, λβ, Σβγ tali che
(1.4) ∂
α
hα – ξ∂
α
Vα – λβ∂αTαβ – Σβγ(∂αAαβγ – Iβγ) ≥ 0,
per tutti i valori delle variabili indipendenti ed, inoltre,
(1.5) Σ
α
α
 = 0.
Definendo h′α da
(1.6) h′α = –hα + ξVα + λβ Tαβ + ΣβγAαβγ,
e prendendo i moltiplicatori di Lagrange come variabili indipendenti, la suddetta
diseguaglianza (1.4) diviene
(1.7)
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Pertanto, le funzioni costitutive sono determinate appena si conosce h′α; restrizioni
sulla generalità di questo 4-vettore sono imposte dal fatto che Tαβ ed Aαβγ devono essere
simmetrici. In [3] ho provato che questo equivale ad assumere l’esistenza di due funzioni
scalari f ed f~ tali che
(1.9) − = −



 −
  =m
f f g f f g g g g2
2 2 1
4
0∂∂ξ
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∂
∂
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βγ˜
,
˜
, 
Σ
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(Vedi anche [4]), dopo di che si ha
(1.10) h f T f A f' , ,
˜
α
α
αβ
α β
αβγ
α β γ
∂
∂λ
∂
∂λ ∂λ
∂
∂λ ∂λ ∂λ= = =  
2 3
Di solito si procede nel seguente modo: Noto f fino all’ordine N rispetto allo stato di
confronto caratterizzato da Σβγ = 0, dall’eq. (1.9)1 e dalla condizione di integrabilità della
(1.9)2 ricavo f
~
 allo stesso ordine; dopo ciò l’eq. (1.9)2 dà  f all’ordine N + 1.
In questo modo ciascun ordine viene collegato al precedente; c’è il rischio, però, che
le condizioni d’integrabilità impongano condizioni eccessive sugli ordini precedenti. In
[4] ho mostrato che questo non avviene, almeno fino al 4o ordine. Qui sono in grado di
mostrare che, nel caso ultra-relativistico di particelle prive di massa, il problema non si
presenta in nessun ordine; anzi si può trovare una famiglia di soluzioni esatte dell’eq. (1.9).
Notiamo che, in tale problema fisico, sussistono ancora le eq. (1.1)  ma si ha Tα
α
 = 0
e le eq. (1.2), (1.9) divengono
(1.11)
A I f g
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Inoltre, poiché Tα
α
 = 0, dovrei anche imporre che ∂∂λ ∂λα β αβ
2
0f g = ; ma la derivata
seconda dell’eq. (1.11)4 rispetto a λα e λβ, poi moltiplicata per gαβ dà
∂
∂
∂
∂λ ∂λµν α β αβ
µ
δ
ν
γ
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δγ
Σ
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4
0f g g g g g

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  = ,
grazie anche alla (1.11)3. Di conseguenza, è sufficiente imporre soltanto che
∂
∂λ ∂λα β αβ
2
0f g =  sia soddisfatta per Σµν = 0, cioè
(1.12) ∂
∂λ ∂λα β αβ
µν
2
0
0f g



 =
=Σ
.
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Poiché Tα
α
 = 0, le variabili indipendenti tra Vα e Tαβ diventano 13 mentre le equazioni
indipendenti tra le (1.1) sono ancora 14; questo non è un problema perché si può prendere
come ulteriore variabile indipendente una delle componenti di Aαβγ ed assumere le
rimanenti come funzioni costitutive. In ogni caso, allorché si prendono come variabili
indipendenti i moltiplicatori di Lagrange ξ, λβ, Σβγ, questi hanno 14 componenti
indipendenti anche nel caso ultra-relativistico.
Riguardo all’eq. (1.11)3,4 notiamo che f
~
 all’ordine N è soggetta alla (1.11)3 e alla
condizione di integrabilità della (1.11)4; dopo ciò l’eq. (1.11)4 dà f all’ordine N + 1. In tal
modo nessuna condizione viene imposta sugli ordini precedenti, come invece avviene nel
caso generale! Anzi si trova una famiglia ad un parametro, N, di soluzioni esatte. Nella
prossima sezione saranno trovati gli elementi di tale famiglia corrispondenti ad N = 0,1.
Tutto questo è utile anche per il caso non ultra-relativistico; infatti, se ˜f N1  ed ˜f N2  sono
due soluzioni dell’eq. (1.9)1 e della condizione di integrabilità della (1.9)2 corrispondenti
allo stesso valore di N, si ha
∂
∂λ ∂λα β αβ
2
2 1
0
˜ ˜
,
f f
g
N N
−( )
=
cioè ˜ ˜ *f f fN N N2 1− =  dove f N*  è una soluzione dell’eq. (1.11)3; ovviamente, essa soddisfa
anche la condizione di integrabilità dell’eq. (1.11)4. Pertanto, trovata una soluzione
particolare ˜f N1 , la soluzione generale si ottiene aggiungendo ad essa la soluzione generale
del caso ultrarelativistico.
Nella 3a sezione si vedranno le implicazioni di tutto ciò sulle espressioni nelle
vicinanze dell’equilibrio termodinamico. Infine, nella 4a sezione si studierà la
diseguaglianza residua (1.7)4 e si confronteranno i presenti risultati con quelli corrispon-
denti della termodinamica ordinaria.
2. UN ESEMPIO DI SOLUZIONE ESATTA
Cerchiamo soluzioni per  f~  ed f0 del tipo
(2.1) ˜ ( , ) ( , ) , ( , ),f P G P G f f G= + =0 0 1 0 0 0 0ξ ξ λ λ ξβ γ βγΣ  
con G0 = λγ λγ.
Poiché sono scritti in forma covariante, si ha che essi e tutte le altre conseguenze
soddisfano il principio di relatività [5]. Sostituendo nell’eq. (1.11)3 e nella (1.12), si ha
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che possono essere integrate e danno
P G q q P G g g f G k k0 0 1 0 1 1 0 3 0 1 0 1 0 1= + = + = +− − −( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ),ξ ξ ξ ξ ξ ξ   0
dove q0(ξ), q1(ξ), g0(ξ), g1(ξ), k0(ξ), k1(ξ) sono funzioni arbitrarie che sorgono dall’inte-
grazione.
Sostituendo nell’eq. (1.11)4 si vede che la condizione di integrabilità è identicamente
soddisfatta e che
f G k k G q
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= + + +
+ − +
+ +
− −
− −
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Dopo ciò, le eq. (1.10)1, (1.7)1,2,3 divengono
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A q G G g
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Queste funzioni costitutive soddisfano in maniera esatta il principio d’entropia oltre
che quello di relatività. Il loro unico «difetto», se così si può dire, è di natura «estetica»,
in quanto sono espresse in funzione dei moltiplicatori di Lagrange; se si preferisce invece
prendere come variabili indipendenti Vα, Tαβ ed una delle componenti di Aαβγ bisogna
ricavare ξ, λα, Σµν dalle espressioni di Vα, Tαβ ed Aαβγλαλβλγ sopra esposte, e sostituire in
quella di Aαβγ. Eviterò di far questo, per questioni di semplicità di esposizione, ricercando
invece le espressioni al 1o ordine rispetto all’equilibrio termodinamico. Voglio però
ricordare che, come provato in [4], sviluppando attorno all’equilibrio termodinamico non
si impongono ulteriori condizioni.
3. ESPANSIONE ATTORNO ALL’EQUILIBRIO TERMODINAMICO
3.1. Le funzioni costitutive all’equilibrio
Sappiamo che all’equilibrio si ha
T ph eU Ueq. ,
αβ αβ α α
= +
con p e= 1
3
, giacché Tα
α
 = 0. Confrontando questa, e le altre, espressioni all’equilibrio con
quanto trovato qui allo stato di confronto, si ha
(3.1)
h nsU G k k nU G k
e g U U k G G g
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In particolare, notiamo che λα
eq. è parallelo ad Uα; denotando con λ il coefficiente di
proporzionalità, otteniamo
(3.2)
λ λ λ λ ξ
λ ξ ξ ξξ
α α
eq U G n k
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Da queste si vede che
ds d e
n
pd
n
= −
  +  

λ
1
,
nella quale è facile riconoscere la relazione di Gibbs, pur di identificare λ in termini della
temperatura assoluta, cioè
λ = − 1
T
.
Dall’equazione (3.2)5 si trova, poi, che ξ è funzione di s; le (3.3)3,4 ci mostrano che le
funzioni di stato sono del tipo n = T3N(s), e = 3T4E(s) con
(3.3) 2 2 40 0k N s k E s s
E s
N s
' ( ) ( ), ( ) ( ), ( )( ) ,ξ ξ ξ= − = = −  
l’ultima delle quali sostituisce la (3.2)5. Per il seguito, mi sarà pure utile definire F(s) da
F s E s' ( ) [ ( )]=
−1
4
 . Noto che l’eq. (3.3)3 dà ξ(s) e l’eq. (3.3)2 definisce k0(ξ). Derivando
l’eq. (3.3)2 rispetto ad s ricavo k’0(ξ) che, sostituito nella (3.3)1, la rende
1 3
4
1 1
4N s
E s
E s N s E s( )
' ( )
( ) ( ) ( ) .
'


 = − +
Questa è un’equazione differenziale lineare; posto N(s) = M(s)E(s)3/4, essa diviene
1 1
4
1 1
4
1
4
M s
E s
M s
F s( ) ( ) , ( ) ' ( ),
' '


 = −



 =
−
  ovvero  
da cui
M
F s
=
4
( )
(Ho trascurato la costante di integrazione perché F è già definito a meno di una costante).
Pertanto, le funzioni di stato non sono le più arbitrarie possibili, ma sono determinate a
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meno della sola funzione arbitraria F(s) attraverso
(3.4) n
F s
T
F s
e
T
F s
=



 =



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4 3
3 4
( ) ' ( ) , ' ( ) .  
Ne segue poi,
ξ = −
′
s
F
F
.
Confrontiamo questi risultati con quelli ottenuti in [6] attraverso la teoria cinetica, cioè
n T k
h
e e kT k
h
e
s
k
s
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− + − +3
3
3
3 4
3
3
38 3 8πω πω, .  
Si vede facilmente che esse sono del tipo suddetto con
F k k
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e s k
s k
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4πω ξ, .  
In [6] viene anche trovata Aαβγ attraverso la teoria cinetica, cioè
A nk T U U U g Uαβγ α β γ αβ γ= +12 22 2[ ];( )
confrontandola con quella trovata qui allo stato di confronto, si trova che coincidono
purché
q k
h
e
k
k
0
5
3
4( ) .ξ πω
ξ
=
− −
Inoltre, l’eq. (3.3)2 definisce
k k
h
e
k
k
0
4
3
4( ) ,ξ πω
ξ
= −
− −
da cui k0(ξ) = q’0(ξ).
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3.2. Le funzioni costitutive al 1° ordine rispetto all’equilibrio
Per valutare gli incrementi delle funzioni costitutive all’equilibrio, consideriamo le
seguenti espansioni
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Le prime 3 di queste equazioni definiscono gli incrementi al 1° ordine di ξ – ξ
eq. = ξL,
λµ – λµeq., Σµν rispetto all’equilibrio; queste possono essere sostituite nell’ultima delle eq.
(3.5) per ottenere la funzione costitutiva Aαβγ in termini delle «vecchie» variabili. Prima
di far ciò, definiamo le seguenti decomposizioni,
(3.6)
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3
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dove si è tenuto conto del fatto che T T U Ueq
αβ αβ
α β−( ) =. 0  e che Tαβ, Aαβγ e Σαβ  hanno
traccia nulla. Inoltre, si è posto
hαβ = gαβ + UαUβ
Ora siamo pronti ad imporre le relazioni (3.5). Moltiplicandole rispettivamente per
U
T
U U
T
U U U
T
α α β α β γ
2 2 22 2 2
, ,  
−
, otteniamo
(3.7)
0
0
2
3 12
3 12 60
12 60 45 42
0 0
2
0
3
0
2
0
3
0
4
0
2
0
4
0
5a
T
q T q T q T
q T q T q T
q T Q T g T
L
L





=
− −
−
−






−






' ' ' ' ' '
' ' ' '
'
,
ξ
σ
per la quale ho tenuto conto di k0 = q′0. Similmente, moltiplicando le eq. (3.5) rispettiva-
mente, per  − − −1
2
1
2
1
22 2 2T
h
T
U h
T
U U hα
φ
α β
φ
α β γ
φ
, ,   si ottiene
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(3.8)
0
1
2
1
2
4
4 20
20 15
22
2
0
2
0
3
0
3
0
4
0
4
0
5T
q
T
a
q T q T
q T q T
q T g T
l
φ
φ
φ
φσ






=












' ' '
'
.
Le eq. (3.5)2,3 moltiplicate rispettivamente per h h h hαε βφ εφ αβ− 
1
3
, e per
− −
 h h h h Uαε βφ εφ αβ γ
1
3
, divengono
(3.9) t T q a T g< > < > < > < >= − =εφ εφ εφ εφσ σ16 126 0 7 0, . 
Infine, l’eq. (3.5)3 moltiplicata per h h h h h U Uαε βφ γψ εφ αψ β γ− 
3
5
( )
, diviene
(3.10) a<εφψ> = 0.
Le eq. (3.7)1-3, (3.8)1-2, (3.9)1 possono ora essere usate per trovare le espressioni di ξL,
L, σ, lφ, σφ, σ<εφ> come funzioni di a, qφ, t<εφ>. Queste possono essere sostituite nelle eq.
(3.8)3, (3.9)2, (3.10) ottenendo le espressioni di aφ, a<εφ>, a<εφψ>. La funzione costitutiva Aαβγ
viene in tal modo ottenuta. I calcoli, in dettaglio, danno le seguenti espressioni
(3.11) σ ξ ξ= +
7
24
1
105 2720 0 7g kq
a
T( ) ( ) ,
ξ ξ ξ
ξ ξ
L k
g kq
a
T
L k
g kq
a
T
= −
+
= −
+
18
105 272
4
3 105 272
2
0 0
5
0 0
6
( ) ( ) ,
( ) ( ) ,
σ ξ ξ σ ξ
α
α
α
α
αβ αβ
= = = −
< > < >q
T q
l kq
T q T q
t
16 2
1
166 0 5 0
6
0( )
, ( ) , ( ) ,   
a
T
q
g kq q
a
Tg
q
t a
α α
αβ αβ εφψ
ξ ξ ξ
ξ
ξ
= − +
= − =
< > < > < >
5
4
3 16
3
4
0
0
0 0
0
0
( ) ( ( ) ( )) ,
( )
( ) , ,  
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A nk T U U U g U a U U U h U
T k f n
T
q U U h
Tf n
T
U t
αβγ α β γ αβ γ α β γ αβ γ
α β γ βγ
α βγ
= +( ) + +( ) −
+ +  

 +
  −
+   < >
12 2
15
4
16 3 1
5
9
4
2 2
3
3
( ) ( )
( ) )
( )
,
dove ho posto
f n
T
g
q n
T
3
0
0
3
  =




=
 
( )
( ) .
ξ
ξ ξ ξ
4. LA DISEGUAGLIANZA RESIDUA ED IL CONFRONTO CON LA TERMO-
DINAMICA ORDINARIA
Consideriamo ora la diseguaglianza (1.7)4. Per imporla abbiamo bisogno della
rappresentazione per il tensore Iβγ; grazie ai teoremi di rappresentazione [5], otteniamo
che la sua espressione al primo ordine rispetto all’equilibrio è
(4.1) I B h U U a B U q B tβγ βγ β γ β γ βγ= + + + < >1 2 33 2( ) .( )
Usando tale rappresentazione e l’eq. (3.6)4, la diseguaglianza (1.7)4 diviene
12 7
24
1
105 2721 0 0
2
7B g kq
a
T( ) ( )ξ ξ+ −
2
16
1
16
02 6
0
3 6
0
B q q
T q
B
T q
t t
α
α αβ
αβξ ξ( ) ( ) .− ≥
< >
< >
Poiché si richiede anche che la forma quadratica a 1° membro di tale relazione sia definita
positiva, e ricordando che q0 > 0, si ha
(4.2) B1 > 0, B2 < 0, B3 < 0.
Concludiamo confrontando i presenti risultati con quelli della termodinamica ordina-
ria, per mezzo di un processo iterativo simile all’iterazione Maxwelliana che viene
eseguita in teoria cinetica dei gas. Il metodo consiste nel sostituire nei primi membri delle
eq. (1.1), i valori all’equilibrio e nel ricavare dai secondi membri le prime iterate di Tαβ
SOLUZIONI ESATTE PER LA TERMODINAMICA ESTESA… 285
– Tαβ
eq. ed a. Si possono poi sostituire nei primi membri le prime iterate e ricavare dai
secondi membri le iterate seconde, e così via. Infine si considerano soltanto le prime due
equazioni di tra le (1.1) che adesso sono «chiuse» grazie alle iterate che abbiamo trovato.
Realizziamo tutto questo, accontentandoci però soltanto delle prime iterate. In altre
parole, si deve considerare il sistema
(4.3)
∂ ∂
∂
θ
θ
θ
θβ θ β
θ
α β γ αβ γ βγ
( ) , ,
,
( )
nU eg U U
nk T U U U g U I
= +( )  =
+( )[ ] =
0 1
3
4 0
12 22 2
 
con e = 3nkT. Queste equazioni, moltiplicate rispettivamente per 1, Uβ, UβUγ e denotando
∂θχ con χ,θ, divengono
1 0 0
3 3 0
3 6 3
4
1
4
51
1
2
− −






−






=
−
−





T n
T n C
U n
U T
a
k T
T
T
nU 
θ
θ
θ
θ
θ
θ
,
, .
,
Similmente, le eq. (4.3)2,3 moltiplicate rispettivamente per hµβ, Uγhνβ, divengono
1 0
1
3
4
2
1
2
1
2 2
B
h n nU h U
q
k T
n
n T
h T U h U


+
−






=
−
−



 +
   
δθ
θ
θ
µ
δ
θ
µ
δθ
θ
θ
µ
δ
θ
µσ
, ,
, ,
.
Infine, l’eq. (4.3)3 moltiplicata per h h h hγλ βν λν γβ− 
1
3
, dà
t
nk T
B
h h h h U1
2
2
4 1
3
< >
= −
 
δψ θ δ ψ φ θφ δψ
φ θ
( )
,
.
I suesposti sistemi ci permettono di ricavare i seguenti valori per le iterate prime
(4.4)
a t h h h h U
q Kh T TU U
1 1
1
0 1
3
= = −
 
= +
< >
, ,
( ),
( )
,
, ,
 
δψ
δ
µ θ δ ψ φ θφ δψ φ θ
δµ
µ
θ
θ
µ
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con
(4.5) K nk T
B
nk T
B
= =
4 82
2
2 2
3
 (conduttività di calore),    (viscosità)µ .
Concludiamo notando che, grazie alle relazioni (4.2), le suddette espressioni per
conduttività di calore e viscosità risultano negative; inoltre, è facile riconoscere nelle
(4.4)2,3 rispettivamente, le versioni relativistiche delle leggi di Navier-Stokes e Fourier
ottenute da Eckart.
REFERENCES
[1] I-S. LIU, I. MÜLLER, T. RUGGERI, Relativistic thermodynamics of gases. Ann. of Phys. 169: 191
(1986).
[2] I-S. LIU, Method of Lagrange multipliers for exploitation of the entropy principle. Arch.
Rational Mech. Anal., 46: 131 (1972).
[3] S. PENNISI, Some considerations on a non-linear approach to extended thermodynamics.
Pitagora Editrice, Bologna, pp. 259-264 (1987).
[4] S. PENNISI, A fourth order approach to relativistic extended thermodynamics. Continuum
Mech. Thermodyn. 11, pp. 51-71 (1999).
[5] S. PENNISI, M. TROVATO, Mathematical characterization of functions underlying the principle
of relativity. LE MATEMATICHE, Vol. XLIV, fasc. II, p. 173 (1989).
[6] S. PENNISI, Extendend thermodynamics of nondegenerate ultrarelativistic gases. IL NUOVO
CIMENTO, Vol. 104B, N. 3, pp. 273-290.
